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A. Prolongement harmonique
1. Il su¢ t de montrer la convergence de deux séries entières

X
n�1

cnz
n et

X
n�1

c�nz
n.

Comme jcnj � M pour tout n 2 Z où M = sup fjf(z)j : z 2 Tg alors les rayons
de convergence de ce deux série sont supérieures où égales à 1.

2. Posons eS(x; y) = 1X
n=1

an(x+ iy)n pour tout (x; y) 2 fD. Soit fn(x; y) = an(x+ iy)n, fn

admet une dérivé partielle par rapport a x et on a

@fn
@x
(x; y) = nan(x+ iy)n�1

qui est continue . Soit K un compact de eD, alors il existeM < 1 tel que K � D(0;M).
On a donc

��@fn
@x
(x; y)

�� � n janjMn�1. Comme la série
X
n�1

n janjMn�1 converge donc

la série
X
n�1

@fn
@x
(x; y) converge normalement et donc uniformément sur K. D�aprés le

théorème de dérivation terme à terme on a S admet une dérivé partielle par rapport a

x et on a
@ eS
@x
(x; y) =

1X
n=1

nan(x+ iy)n�1.

3. Le même calcul montre que eS admet des dérivés prémières et secondes qui sont tous
continues et on a

@ eS
@x
(x; y) =

1X
n=1

nan(x+ iy)n�1,
@ eS
@y
(x; y) = i:

@ eS
@x
(x; y)

@2 eS
@x2

(x; y) =
1X
n=2

n(n� 1)an(x+ iy)n�2 et
@2 eS
@y2

(x; y) = �@
2 eS
@x2

(x; y);

donc S est C2 et �S(z) = 0.

4. Ecrivons gf (z) = S(z) +H(z) où S(z) = c0 +

1X
n=1

cnz
n et H(z) =

1X
n=1

c�nz
n. D�aprés 3

on a S et H sont C2 sur D et on a �S(z) = �T (z) = 0. L�application R : z �! z est
C2 sur C, parsuite la fonction p : z �! H(z) est C2. Montrons que �P (z) = 0. On aeP (x; y) = eT (x;�y) donc

@ eP
@x
(x; y) =

@ eT
@x
(x;�y); @

2 eP
@x2

(x; y) =
@2T

@x2
(x;�y)

@ eP
@y
(x; y) = �@

eT
@x
(x;�y) et @

2 eP
@y2

(x; y) =
@2T

@y2
(x;�y)
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D�où

�P (z) =
@2T

@x2
(x;�y) + @2T

@y2
(x;�y) = �T (z) = 0:

Parsuite �gf (z) = �S(z) + �P (z) = 0.

5. Remarquons d�abord que Pz(t) =
1� jzj2

j1� e�itzj2
. Pour tout z 2 D on a

gf (z) =
1

2:�
[

1X
n=0

Z �

��
f(eit):(e�itz)ndt+

1X
n=1

Z �

��
f(eit):(eitz)ndt]

Comme jeitzjn = je�itzjn = jzjn et jzj < 1 alors les deux séries
X
(e�itz)n et

X
(eitz)n

convergent uniformément (normalement) sur [��; �] ce qui nous permet d�invertir les
signes

R
et
X
, on obtient donc

gf (z) =
1

2:�
[

Z �

��
f(eit):

1X
n=0

(e�itz)ndt+

Z �

��
f(eit):

1X
n=1

(eitz)ndt]

=
1

2:�

Z �

��
f(eit)(

1

1� e�itz
+

eitz

1� eitz
)dt

=
1

2:�

Z �

��
f(eit)(

1� jzj2

j1� e�itzj2
dt

=
1

2:�

Z �

��
f(eit)Pz(t)dt:

6. Si f = pn alors ck = 0 si k 6= n et cn = 1 pour tout k 2 Z, donc gf = zn si f = pn et
gf = zn si f = qn.

1
2:�

R �
�� Pz(t)dt = gp0(z) = 1. On a Pz(t) =

1� jzj2

j1� e�itzj2
> 0 pour tout t 2 R.

7. Si fn converge uniformément vers f sur T . Soit " > 0,

il existe N tel que pour tout n � N on a jfn(z)� f(z)j � " pour tout z 2 T . D�autre
part on a pour tout z 2 D et n � N :

jgfn(z)� gf (z)j �
1

2:�

Z �

��

��fn(eit)� f(eit)
��Pz(t)dt � "

1

2:�

Z �

��
Pz(t)dt = "

D�où jGfn(z)�Gf (z)j � " pour n � N CQFD.

8. Soit f une fonction continue sur T , la fonction  (t) = f(eit) est une fonction continue
sur R, 2� périodique, alors il existe une suite des polynômes trigonométriques en(t) =
NnX

k=�Nn

�ke
ikt qui converge uniformément vers  . La suite fn de P(T ) dé�nie par

fn(z) =
NnX

k=�Nn

�kz
k converge uniformément vers f .
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On a Gpn(z) = zn et Gqn(z) = zn, pour tout z 2 D, donc Gpnet Gqn sont continues
sur D et par linéarité de l�application f �! Gf , on en déduit que Gf est continue
pour tout f 2 P(T ). Soit f 2 C(T ), il existe une suite d�élements fn de P(T ) qui
converge uniformément vers f . D�aprés 7, la suite des fonctions continues Gfnconverge
uniformément sur D vers Gf et parsuite Gf est continue.

9. Soit " > 0, eu(x; y) = G(x; y) + "(x2 + y2). On a pour tout z 2 D, �G(z) = 0 donc
�u(z) = 4" > 0.

Comme u est continue sur D qui est compact de C, donc il existe z0 2 D tel que
u(z) � u(z0) pour tout z 2 D. Montrons que z0 2 T , sinon, z0 sera un point critique et
la matrice hessienne de eu au point z0 = (x0; y0) (la matrice de d2eu(x0; y0)) sera dé�nie
négative et par suite sa trace �u(z0) sera négative contradiction. Donc z0 2 T et par
suite u(z) � G(z0) + " = ".

10. Si f est la fonction nulle et G a valeurs réelles, alors on a montré que pour tout " > 0
on a G(z) � u(z) � " ce qui montre que G(z) � 0 pour tout z 2 D. La fonction �G
véri�e les mêmes conditions que G et parsuite G(z) � 0, d�où G(z) = Gf (z) = 0.

Si f est la fonction nulle et G a valeurs complexes alors les deux fonctions Re(G) et
Im(G) véri�ent les conditions (a1), (a2) et (a3) et d�aprés le cas précedente Re(G) =
Im(G) = 0, G = 0 = Gf .

Si k 2 C(T ), Montrons que G = Gk. On a H = G�Gk véri�e les conditions (a1), (a2)
et (a3) pour la fonction nulle et donc G�Gk = 0.

B. Deux applications
11. Un simple calcul montre que �G(z) = 0. On a G véri�e les conditions (a1), (a2) et

(a3) pour la fonction f(eit) = ecos(t) cos(sin t) par suite G(z) = Gf (z) = c0+
X
n=1

cnz
n+X

n=1

c�nz
n pour tout z 2 D , la parité de f montre que

cn = c�n =
1

2�

Z �

��
ecos(t) cos(sin t) cos(nt)dt pour tout n � 1

Pour z = x 2 [�1; 1] on obtient

G(x) = ex =

1X
n=0

1

n!
xn = c0 +

1X
n=1

2:cnx
n

l�unicité du developpement en série entière montre que c0 = 1 et que cn =
1

2:n!
.

12. Supposons que u est C2 et que �u(z) = 0, soit R > 0, posons G(z) = u(a + R:z)
pour tout z 2 D. On a G véri�e les conditions (a1), (a2) et (a3) pour la fonction
f(eit) = u(a+R:eit), d�aprés 5 on a

u(a+R:z) = G(z) = Gf (z) =
1

2�

Z �

��
u(a+R:eit)Pz(t)dt pour tout z 2 D
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Si z 2 D(a;R) alors z�a
R
2 D et par suite

u(z) =
1

2�

Z �

��
u(a+R:eit)P z�a

R
(t)dt

Réciproquement, On suppose que u(z) = 1
2�

R �
�� u(a+R:eit)P z�a

R
(t)dt;donc

G(z) =
1

2�

Z �

��
u(a+R:eit)Pz(t)dt

pour tout z 2 D. Ecrivons

2Pz(t) =
eit + z

eit � z
+
e�it + z

e�it � z
=
1 + e�itz

1� e�itz
+
1 + eitz

1� e�itz

= (1 + e�itz)

1X
n=0

e�intzn + (1 + eitz)
1X
n=0

e�intzn

= 2(1 +
1X
n=1

e�intzn +
1X
n=1

e�intzn)

Parsuite

G(z) =
1

2�

Z �

��
u(a+R:eit)(1+

1X
n=1

e�intzn+
1X
n=1

e�intzn)dt = c0+
1X
n=1

cnz
n+

1X
n=1

c�nz
n

d�aprés 1 on a G est C2 sur D et �G(z) = 0, De même pour u(z) = G( z�a
R
). Donc u

est C2 sur D(a;R) et �u(z) = 0 ceci pour tout R tel que D(a;R) � U , ce qui montre
le résultat sur U .

13. Si un converge uniformément vers u, alors

u(z) = limun(z) = lim
1

2�

Z �

��
un(a+R:eit)P z�a

R
(t)dt =

1

2�

Z �

��
limun(a+R:eit):P z�a

R
(t)dt

=
1

2�

Z �

��
u(a+R:eit)P z�a

R
(t)dt

Ce qui montre que u est C2 et �u(z) = 0.

C.Propriétés duales.
14. On a évidament 'z est une forme C-lineaire , elle véri�e (C2) et (C3) d�aprés 6. D�autre

part on a

j'z(f)j = jgf (z)j � N(f):
1

2�

Z �

��
Pz(t)dt = N(f)
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15. Si ' véri�e (C2) et (C3) alors on aura '(f) = 'z(f) pour tout f 2 P(T ), la densité
de P(T ) dans C(T ) et la continuité de ' et 'z montre que '(f) = 'z(f) pour tout
f 2 C(T ).

16. On a pour tout z 2 T

jh(z)j = ((2f(z)�N(f))2 + �2)
1
2 � (N(f)2 + �2)

1
2

Il existe z0 2 T tel que f(z0) = N(f) ( f(z) � 0), parsuite jh(z0)j = (N(f)2 + �2)
1
2 .

On a alors N(h) = (N(f)2 + �2)
1
2 d�où N(h)2 = N(f)2 + �2.

17. On a j'(h)j2 � N(f)2 + �2, or '(h) = 2:'(f)�N(f) + i� (On a utilisé la C-linéarité
et que '(1) = 1). Ecrivons��'(h)2�� = 4 j'(f)j2 + j�N(f) + i�j2 + 4:Re((�N(f)� i�)'(f))

= 4 j'(f)j2 +N(f)2 + �2 � 4N(f) Re('(f)) + 4� Im('(f)) � N(f)2 + �2

On obtient 4 j'(f)j2� 4N(f) Re('(f))+ 4� Im('(f)) � 0 , ceci pour tout � 2 R, donc
Im('(f)) = 0 et parsuite '(f) 2 R.
On aura donc 0 � 4 j'(f)j2 � 4N(f)'(f) � 0, donc '(f) = N(f) � 0.

18. Si f : T �! R continue on peut ecrire f = f1� f2 où f1 et f2 sont continues sur T est
a valeurs dans R+ ( f1 =

jf j+ f

2
et f2 =

jf j � f

2
). donc '(f) = '(f1)� '(f2) 2 R.

Si f : T �! C continue alors f = Re(f) + i Im(f) où Re(f) et Im(f) sont a valeurs
réelles donc on aura '(f) = '(Re(f)) + i:'(Im(f)) et parsuite '(f) = '(Re(f)) �
i:'(Im(f)) = '(f).

On en déduit donc que ' véri�e (C3) puisque '(qn) = '(pn) = '(pn) = zn, et donc
' = 'z d�aprés 15.

5


