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A. Prolongement harmonique

1.

Il suffit de montrer la convergence de deux séries entiéres chz” et Zc_nz".
n>1 n>1
Comme |c,| < M pour tout n € Z on M = sup{|f(z)|: 2z € T} alors les rayons
de convergence de ce deux série sont supérieures ou égales a 1.

. Posons S(z,y) = Zan(x + iy)" pour tout (x,y) € D. Soit fulz,y) = an(z +iy)™, fo

n=1
admet une dérivé partielle par rapport a x et on a

Ofn
ox

= (2,y) = nag(z +iy)"
qui est continue . Soit K un compact de ﬁ, alors il existe M < 1 tel que K C D(0, M).

On a donc ‘%(m,yﬂ < nla,| M™!. Comme la série Zn la,| M1 converge donc
n>1

la série E %JZ‘ (x,y) converge normalement et donc uniformément sur K. D’aprés le
n>1
théoreme de derlvatlon terme a terme on a S admet une dérivé partielle par rapport a

a:etona E na,(r + iy)" L.

Le méme calcul montre que S admet des dérivés prémiéres et secondes qui sont tous
continues et on a

S & o 08 a8
T,y) = ;nan(aﬁﬂy) , a—y(x,y) = Z~%(ayy)

028 > oy 0%8 ”2S
w(w,y) = ;n(n — Day(z+iy)" = et W( T,y) = —w(x,y),

donc S est C? et AS(z) =

Ecrivons g¢(z) = S(z) + H(Z) ou S(z )—co—l—chz et H(z Zc_nz D’aprés 3
n=1

ona S et H sont C? sur D et on a AS(z) = AT(z) = (0. L’application R : z — Z est
QQ sur C, parsuite la fonction p : 2 — H(Z) est C?. Montrons que AP(z) =0. On a
P (:Ba y) = T(SL’, _y) donc

opP oT o2P 82T
%(‘fl’jvy) = %(I7 _y)7W<a;7y) :w(l’v _y)
opP oT af _oT
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D’ou
OQ_T( _ ) + 82_T< — )
81‘2 x? y ayg x? y

Parsuite Ags(z) = AS(z) + AP(z) = 0.

AP(z) = — AT(3) = 0.

1— 22
ﬁ. Pour tout z € D on a
—e Uy

g5(2) MZ/ Fle™). (e ”dt+2/ f(e").(e"z)"dt]

Comme |eZ|" = |e7"2]" = |2]" et |2| < 1 alors les deux séries Z(e_“z)” et Z(e %)
convergent uniformément (normalement) sur [—7, 7| ce qui nous permet d’invertir les
signes [ et Z, on obtient donc

. Remarquons d’abord que P, (t) =

1 (A — 77, n (2 - n
gr(z) = 27r f t E it dt—l—/ f(e t E dt]
n=0 n=1

= B dt
/ fle —e- ”z—i_l—e“‘/z)
zt | |
= ——dt
/ fle — —”z|
= 2—/ f(e“)P t)dt
o)

. Si f=ppalorsc, =0sik#netc, =1pourtout k € Z, donc gy = 2" si f = p, et
gr =2z"si f = q,.
L—Jz)°

o7 [ P()dt = gp(2) =1. Ona P(t) = —— —
|1 — e~itz]

> (0 pour tout £ € R.

. Si f,, converge uniformément vers f sur 7. Soit € > 0,

il existe N tel que pour tout n > N on a |f,(z) — f(2)| < € pour tout z € T. D’autre
part on a pour tout z € D et n > N:

9. = 9r(2)) < 5= [ 1) = )| Pt < o5 [ Pty =

D’ou |Gy, (2) — Gf(z)| < e pour n > N CQFD.

. Soit f une fonction continue sur 7, la fonction ¥ (t) = f(e) est une fonction continue
sur R, 27 périodique, alors il existe une suite des polynomes trigonométriques e, (t) =

Z are™ qui converge uniformément vers 1. La suite f, de P(T) définie par

Nn,
fulz) = Z ayz" converge uniformément vers f.
k=—N,



10.

11.

12.

On a G, (2) = 2" et G,, () = 2", pour tout z € D, donc G,, et G,, sont continues
sur D et par linéarité de I’application f — G 7, on en déduit que Gy est continue
pour tout f € P(T). Soit f € C(T), il existe une suite d’élements f,, de P(T) qui
converge uniformément vers f. D’aprés 7, la suite des fonctions continues Gy, converge
uniformément sur D vers G s et parsuite Gy est continue.

Soit € > 0, u(z,y) = G(z,y) + e(z* + *). On a pour tout z € D, AG(z) = 0 donc
Au(z) =4e > 0.

Comme u est continue sur D qui est compact de C, donc il existe zy € D tel que
u(2) < u(z) pour tout z € D. Montrons que z, € T, sinon, z, sera un point critique et
la matrice hessienne de & au point zy = (g, yo) (la matrice de d*u(xg, o)) sera définie
négative et par suite sa trace Au(z) sera négative contradiction. Donc zy € T et par
suite u(z) < G(zp) +€ =e.

Si f est la fonction nulle et G a valeurs réelles, alors on a montré que pour tout ¢ > 0
on a G(2) < u(z) < e ce qui montre que G(z) < 0 pour tout z € D. La fonction —G
vérifie les mémes conditions que G et parsuite G(z) > 0, d’ou G(z) = Gf(z) = 0.

Si f est la fonction nulle et G a valeurs complexes alors les deux fonctions Re(G) et
Im(G) vérifient les conditions (a;), (a2) et (a3) et d’aprés le cas précedente Re(G) =
Im(G)=0,G=0=Gy.

Si k € C(T), Montrons que G = Gy. On a H = G — G, vérifie les conditions (a;), (az)
et (a3) pour la fonction nulle et donc G — G = 0.

B. Deux applications

Un simple calcul montre que AG(z) = 0. On a G vérifie les conditions (a), (az) et
(ag) pour la fonction f(e) = e=°*(®) cos(sint) par suite G(z) = G¢(2) = cy+ Z cn 2™ +
n=1

Z c_,Z" pour tout z € D , la parité de f montre que

n=1
1 T

Cn=Con = 5 <" cos(sin t) cos(nt)dt pour tout n > 1
™ —T

Pour z = x € [—1, 1] on obtient

G(x)=¢" = i%x” :CO+i20n5’3n
n=0 n=1

1
I'unicité du developpement en série entiére montre que ¢y = 1 et que ¢, = T

n!
Supposons que u est C? et que Au(z) = 0, soit R > 0, posons G(z) = u(a + R.2)
pour tout z € D. On a G vérifie les conditions (a;), (az) et (asz) pour la fonction

f(e®) = u(a + R.e"), d’aprés 5 on a

1 [ ,
ula+ R.z) = G(z) = Gy(z) = %/ u(a + R.e™)P,(t)dt pour tout z € D

—Tr
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Si z € D(a, R) alors 2% € D et par suite

u(z) = % /_ "o+ Rt P (1)

Réciproquement, On suppose que u(z) = % f:r u(a + R.e")P:—a(t)dt,donc

G(z) = L /7r u(a + R.e")P,(t)dt

pour tout z € D. Ecrivons

etz e M4z 14ez 14 €tz

2P, (t) = ” - = - -
*) et — z + e—” —Z l1l—eity 1—e %7
_ 1+€z Zezntn 1+€zt2 Zezntn
= 2(1+ Z e~ntyn 4 Z e~z
n=1 n=1

Parsuite

G(z) = %/ﬂ u(a—i—R.e“)(l—i—ie int "+Ze’mt‘” dt-co—i-chz —l—Zc 2"
- n=1

d’aprés 1 on a G est C? sur D et AG(z) = 0, De méme pour u(z) = G(%3*). Donc u
est C? sur D(a, R) et Au(z) = 0 ceci pour tout R tel que D(a, R) C U, ce qui montre
le résultat sur U.

13. Si u,, converge uniformément vers u, alors

1 [7 .
u(z) = 11m un(z) = lim 2—/ un(a, + R.elt>sza (t)dt -
™ —T

L[ it
o | limun(a + R.€"). P (t)dt
1 [ .
= e u(a + R.eZt)szu (t)dt
2 ) .

Ce qui montre que u est C? et Au(z) = 0.
C.Propriétés duales.

14. On a évidament ¢, est une forme C-lineaire , elle vérifie (Cy) et (C3) d’aprés 6. D’autre
part on a

oD = las(2)| < NP [ Pyt = N()



15.

16.

17.

18.

Si ¢ verifie (Cy) et (C3) alors on aura ¢(f) = ¢,(f) pour tout f € P(T), la densité
de P(T') dans C(T) et la continuité de ¢ et ¢, montre que ¢(f) = ¢,(f) pour tout

fec(r).

On a pour tout z € T
h(2)| = ((2f(2) = N()? + A2 < (N(f)? + A2z

Il existe zp € T tel que f(zp) = N(f) ( f(z) > 0), parsuite |h(zo)| = (N(f)2 + A\?)2.
On a alors N(h) = (N(f)% +A2)2 don N(h)? = N(f)? + A2

On a |o(h)]> < N(f)2+ N2, or o(h) = 2.0(f) — N(f) + iX (On a utilisé la C-linéarité

et que ¢(1) = 1). Ecrivons

[o(h)?] = 4le(f)I* + |=N(f )+M| +4.Re((=N(f) —iN)e(f))
= 4lp(N)I” + N(f)* + A = AN(f) Re(p(f)) +4AIm(p(f)) < N(f)* + N

On obtient 4 |o(f)|> —4N(f) Re(o(f)) +4XIm(p(f)) < 0, ceci pour tout A € R, donc
Im(¢(f)) = 0 et parsuite ¢(f) € R.
On aura donc 0 < 4|p(f)|> — 4N (f)e(f) <0, donc ¢(f) = N(f) > 0.

Si f: T — R continue on peut ecrire f = f; — fg ou f1 et fy sont continues sur T est

a valeurs dans RT ( f; = i+ + / et fo = ’f’ ) donc o(f) = ¢(f1) —¢(f2) €R.

Si f: T — C continue alors f = Re(f) + ¢Im(f) ou Re(f) et Im(f) sont a valeurs

réelles donc on aura ¢(f) = p(Re(f)) + i.o(Im(f)) et parsuite o(f) = e(Re(f)) —
ip(Im(f)) = ¢(f)-
On en déduit donc que ¢ vérifie (C3) puisque ¢(g,) = ©(Pn) = ©(pn) =
¢ =, d’aprés 15.

Z", et donc



